1.4. Phép tinh toan tir Laplace va &rng dung
1.4.1. Khdi niém ham géc, ham dnh

a) Cdc dinh nghia

Xét ham sb x(t) xac dinh v6i moi teR va c6 cac tinh chat sau:

1. Ham x(t) lién tuc trén moi khoang hitu han (c6 thé c6 mdt s6 hiru han cac
diém gian doan loai 1).

2. X(t)=0voéimoit<O.

3. AM > 0 va a, > 0 sao cho [x(t)| < M.e%°t v4i moi t.
Cha y: S6 @y nho nhit thoa mén diéu kién 3 duoc goi la chi sb ting trudng cua ham x(t).

Ham s6 x(t) thoa mén ca 3 diéu kién trén duoc goi 13 ham gbc.

V61 moi goc x(t), ta dat twong tng véi mot ham phirc X(S) Xac dinh bdi hé

thue sau:
+00

X(s) = j x(t)e stdt, (1.14)
0
véi Re(S)> a,. ’

Ham phirc X(s) xac dinh béi cong thure (1.14) duoc goi la dnh cliia ham goc
X(t) da cho. ,

Gia sur goi K 1a tap hop cac ham goc X(t), N 1a tap hop cac ham anh X(s). Khi
do, hé thic (1.14) xac dinh mdt anh xa tir K vao N, anh Xa nay dugc goi 1a anh xa
Laplace hay toan tir Laplace, ky hiéu 1a: L{x(t)} = X(s) hay x(t)—L— X(s).

b) Céc dinh Iy ton tai va duy nhat

Dinh 1y 1.7. (Dinh 1y vé sy ton tai ham anh)

Véi moi ham gdc x(t) ludn ton tai ham anh X(s) Xac dinh trén nira mit phang
cé Re(s)>a,. 7 ’

Ngoai ra, trén nira mat phang nay ham X(s) c6 dao ham moi cap va thoa

man lim X(s) =0.
Re(s)—oo

Pinh Iy 1.8. (Pinh 1y vé su duy nhit goc)
Néu ham X(s) 1a anh caa hai gdc xa(t) va Xz(t) thi hai gdc d6 trung nhau tai
moi1 diém ma né lién tuc.
¢) Tinh chdt tuyén tinh
L{a.xi(t) + b.xo(t)} = a.L{x1 ()} + b.L{x2(t)} ‘ ’
=a.Xi(s) + b.Xz(s), voaia, bla2 hang so.

Vaia=1, b=-1, taco: L{x1(t) — x2(1)} = L{xa (D)} - L{x2(t)} = X1(S) — X2(S).
1.4.2. Mjt s6 ham goc co bdn va anh ciia né

a) Ham don vi

(0 néu t<0 ., 1.
ao(t)—{l i tZ0,coanh00(t)—|-—>s,V0r1Re(S)>O.

Trang 1



Quy woc:

Do cac ham gdc déu nhan gi tri 0 v6i t < 0, nén ta quy ude chi viét gia tri cua
ham géc ung voi t > 0. Nhu vay, ham don vi va anh cua né dugc viétla 1—L—» -

Vi du 1.10.

2 L , 2.§= Z; k —L g, voi k 1a hﬁng $0.

S
b) Ham mii
X(t) =e%t, c6 anh : %t —L ﬁ, vGi Re(s - a) > 0.

Suy ra, x(t) = e~ L ﬁ , voi Re(s + a) > 0.

Vi du 1.11.
et L, 1 o2t L, 1

s-3"' s+2
C) Ham lwong giac
x(t) = sinot —|——> , v6i Re(s) > |ol.
X(t) = cosmt —L—> , vOi Re(S) > o).
Vi du 1.12.
sin2

d) Ham Hypebolic
X(t) = shot =~ (e — &) —L—» —“— véi Re(s) > |o].

X(t) = chot = 2 (e + &) —L— —“— v6i Re(s) > [a.
Vi du 1.13.

2-4’ s2-9
e) Ham iy thira

x(t) = tr—b—»

Vidu 1.14.
_L_, 31 _ 6
4-

s 54'

g) Ham Dirac

véi Re(s) > 0.

Sn+1’

o

néu t € [0,h]
néu tej[0,h]
2 L g—em,

sh

Ham xung don vi dang 6, (t) =

SR

Nhan xeét:
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Ham xung don vi nhu mot lyc c6 do 16n bang %, tac dung trong sudt khoang thoi
gian h thi xung luong cta né ludn bang don vi f0+oo 6, (t)dt = 1.
L
Ham Dirac dugc dinh nghia la §(t) = }lir% Sp(t) = 1.

Ham Dirac nhu mét luc c6 d6 16n v6 han tai thoi diém t = 0 va bang 0 tai moi thoi
di€ém khac thi Xxung luong cua luc d6 van bang don vi.

1.4.3. Cac dinh ly co bdn
Pinh Iy 1.9. (Pinh ly ddng dang)
Néux(t) —L— X(s) thi x(at) —L» =x (z)
Pinh 1y 1.10. (Pinh 1y dich chuyén dnh)
Néu X(t)—E—» X(s) thi e~x(t) —L» X(s +a), voi Re(s + o) > VA Vo
Vidu 1.15. e24t3 > T edtgin2t > S

(s+2)n+1’ (s—3)24+4  s2-6s+13"

Pinh ly 1.11. (Pinh ly tré)
Giasut>0vax(t) —Ls X(s) thi x(t-17) —Ls eP= X(s).

Vi du 1.16.
_ (0 néu téf[1, 4] e e
x(0) = {1 néu t € [1,4] oo(t—1) - oo(t-4) L, s s

1.4.4. Vi, tich phin géc
a) Vi phdn ham goc
Pinh 1y 1.12.
Néu x(t)—-—> X(s) va néu x’(t) ciing 1a gbc thi x’(1)—L_» s X(s) - x(0).
Nhén xét:
Ap dung dinh 1y 1.12 sau n lan (néu duoc) ta c6 két qua sau :
xM(t) —L—> 57 X(5) — $MX(0) — 5"2X(0) - ...- X2(0) — x(0).
Dic biét, néu co x’(0) = x”(0) = ...= x™D(0) = 0 thi ta cd x™(t) L , s" X(s).
Ngoai ra, ta ¢c6 cong thirc thuong dung la  Xx”(t) —Ls g X(s) — sx(0) — x’(0).
Chuay:
Docd lim X(s)=0néntacodx(0)= Ilim _sX (s), cong thirc nay cho phép

Re(s)—o0 Re(s)—
ta tinh gia tri ban dau cia ham gdc khi biét anh ctia nd ma khong can phai xac dinh ban

than ham gbc do.
Vidu 1.17.
Ta co, x(t) = et—L» L nén suy ra duoc cac két qua sau day

=gt b =12 L

s+1 s+1°

x”(t)—e—L>——s+1——

+1
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b) Tich phdn ham géc

Pinh Iy 1.13.

Néu x(t)—L» X(s) va néu 1) Ot x(u)du cling 1a mot gdc thi ta co
fotx(u)du —L, %5)

Vi du 1.18.
Ta c6, cos2t —» —
s<+4

T os2+4
1.4.5. Bing co bén cdc goc va dnh ciia né

Chu y: St dung bang nay ta co thé tim anh khi biét gbc va ngugc lai ta tim ham gbe
khi biét anh ctia chung bang cach ta phan tich ham anh theo cac ham anh co ban da c6 trong
bang trén.

Vidu 1.19. Tim anh cua goe x(t) = (t + 2)2

Taco, () = (t+22=t+4t+4 —b o X()=Z+5+2

Vi du 1.20. Tim gbc c6 anh 13 X(s) = SZ_Zm.

Taco, X(s) = == — — <= x(t) =2e% ¢!,
s—2 s—1

1.4.6. Ung dung todn tir Laplace gidi phwong trinh vi phén tuyén tinh hé sé hang

Xét phuong trinh vi phan cap 2 c6 hé s6 hiang dang

X**(t) + arx’(t) + axx(t) = f(t), (*) trong d6 ay, a, 1a 2 hang sé.

Ta can tim nghiém X = X(t) ciia phuong trinh (*) théa man cac diéu kién dau
sau day x(0) = Xo va x’(0) = X’o.

Gia thiét nghiém can tim y(t) cung cac dao ham ciia nd va ham f(t) déu 1a cac
ham gbc. Gia str x(t) —=— X(s), f(t) —=— F(s) ta duoc X’() —=— sX(S) — Xo VA
X’ () —=— $2X(S) — SXo — X’o. Khi d6, phuong trinh anh ctia phuong trinh (*):

$2X(S) — SXo — X o + a1(SX(S) — Xo) + axX(s) = F(s)

& (s2+ar s+ a)X(s) = F(s) + (s + a)yo + Yo

F(s)+(s+ay)xg+x}
& X(s) = s2+a, sl+a0 % (%)

Ham X(s) xac dinh boi cong thirc - (**) dugce goi la nghiém toan tur cua phuong
trinh vi phan (*) va h1en nhién ham gbc tuong tng voi nd 1a nghiém cua phuong
trinh vi phan ma ta can tim.

Vi du 1.21. Giai phuong trinh X” — X = cos3t + 1, théa man Xo = X’o = 0.
Giai:
Taco, cos3t+1 —L—» > 42
s449 S
Gia str nghiém can tim 1a x = x(t) —=— X(s) = x’—L 4  $2X(s). Khi do, ta
c6 phuong trinh anh tuong l'mg v61 phuong trinh da cho c6 dang:

s2X(s) — X(s) = :

52+9 s
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1
52 + -
+9 S

& (s2 - 1)X(s) =

N

< X(s) = (52+9)(52—1) s(s2-1)’
SX(@) == -1 1L xt)=cht-—.cos3t— 1.
10 S 1 10 s<+9 S 10 10

Vay, nghiém can tim 13 x = %.Cht - 1—10.COS3t -1

Nhén xeét:
R rang viéc van dung phép tinh toan tur Laplace vao giai cac bai toan vé phuong

trinh vi phan hé s6 hang tro 1én don gian hon rat nhiéu. Boi ta da chuyen tor viéc giai
phuong trinh vi phan cap cao vé viéc giai phuong trinh dai sé bac nhat déi véi ham chua
bict can phai tim la X(s).

BANG
Goc va anh cua mgt s6 ham phurc co ban

STT| Gdbe x(t) Anh X(s) STT | Géc x(t) Anh X(s)
n!
1 R
1] o®)=1 - 11 et (s + a)*+?
S
n!
1 -
2 edt — 12 edttn (s — a)n+t
—at 1 _ 25w
3 e T a 13 t.sinwt YT
) 2 _ 2
4 sinwt PR 14 t.coswt (Sz_l_—wz)z
s+ w
S 1 /s
5 coswt 1ol 15 x(at) > X (E)
)
6 shwt 22 16 e‘“tx(t) X(s+ a)
_ 5 X’(1) sX(s) — x(0)
! chot s? — w? 17 X°(t) | $°X(s) — sx(0) — x’(0)
w t X
8 | e *sinwt Gra)l+o 18 J x(u)du gs)
(0]
9 | e *coswt sta 19 3(t) 1
(s + a)? + w?
|
10 £ = 20 X(t - 7) e X(S)
S
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